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1. INTRODUCTION
1.1
Soit g une algebre de Lie semisimple complexe de dimension finie. AfinÁ
d'etudier les ideaux primitifs completement premiers de l'algebre envelop-Â Â Á Á
 . w xpante universelle U g , Joseph 3, 5 a introduit la notion de O-algebres.Á
 .Ce sont des algebres admettant une action de U g compatible avec leurÁ
structure d'algebre et qui appartiennent, en tant que g-module, a laÁ Á
categorie O de Bernstein]Gelfand]Gelfand. Ces algebres apparaissent deÂ Á
facËon naturelle comme sous-algebres d'anneaux de fractions des quoti-Á
 . w xents primitifs de U g . Dans 3 , Joseph montre que toute O-algebreÁ
semipremiere, c'est-a-dire pour laquelle l'intersection des ideaux premiersÁ Á Â
minimaux est nulle, est une somme directe finie de O-algebres premieres,Á Á
et que toute O-algebre premiere est le produit tensoriel de son centre quiÁ Á
est completement premier et d'une algebre simple de dimension finie. DeÁ Á
plus toute O-algebre integre est commutative et s'identifie au dual d'unÁ Á
module de Verma generalise de plus haut poids nul.Â Â Â
1.2
On considere ici une generalisation des algebres enveloppantes quanti-Á Â Â Á
Ï  .fiees de Drinfeld]Jimbo. Une algebre de cette forme sera notee U g ,Â Á Â q
bien qu'elle ne corresponde pas toujours a une quantification de l'algebreÁ Á
enveloppante d'une algebre de Lie g de Kac]Moody. On se propose alorsÁ
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de donner, dans une certaine mesure, une classification des analogues
quantiques des O-algebres semipremieres. Malgre la grande similarite qu'ilÁ Á Â Â
existe entre les algebres enveloppantes classiques et leurs analogues quan-Á
tiques, ainsi qu'entre leurs categories de modules, ce probleme n'est aÂ Á
w xpriori pas simple. En effet, l'approche de 3 est basee sur une proprieteÂ Â Â
essentielle des O-algebres classiques, a savoir; ce sont des anneaux aÁ Á Á
identities polynomiales, et ce resultat n'est en general plus valable dans leÂ Ã Â Â Â
cas quantique. La methode employee ici est plus canonique et utiliseÂ Â
avantageusement le fait que le O-dual d'une O-algebre est une O-coalgebreÁ Á
et reciproquement, ce qui permet parfois de traiter plus facilement uneÂ
question sous sa forme duale. Notons aussi que l'algebre enveloppanteÁ
 .U g d'une algebre de Lie g est une algebre de Hopf pointee irreductible,Á Á Â Â
 .ainsi par le theoreme de Skolem]Noether, une action compatible de U gÂ Á
sur une algebre semisimple A de dimension finie est interieure dansÁ Â
chaque composante simple A de A, et si de plus g est reductive, on peutÂi
montrer que l'action sur chaque A provient d'un homomorphismei
 .d'algebres de U g dans A . La situation quantique est la encore differe-Á Á Âi
Ï  .nte et ceci est du au fait qu'une algebre de la forme U g contient desÃ Á q
elements de type groupe. Cependant l'introduction de certains outils,Â Â
notamment les 2-cocycles sur une algebre de Hopf, nous permettentÁ
d'obtenir des resultats similaires.Â
1.3
L'article est organise de la facËon suivante: Dans la Section 2, nousÂ
rappelons certaines proprietes elementaires des algebres de Hopf et nousÂ Â Â Â Á
montrons quelques resultats techniques dont une generalisation d'unÂ Â Â
w x lemme de Dixmier 2, Lemme 3.3.2 sur la stabilite par toute derivation,Â Â
.des ideaux premiers minimaux d'une algebre dans le contexte d'uneÂ Á
algebre de Hopf pointee agissant de facËon compatible sur une algebreÁ Â Á
graduee.Â
Ï  .Dans les Sections 3 et 4, nous definissons l'algebre de Hopf U gÂ Á q
associee a une matrice symetrique C, ainsi que la categorie O correspon-Â Á Â Â
dante. Nous montrons ensuite que le O-dual d'un module de Verma
generalise de plus haut poids nul est canoniquement muni d'une structureÂ Â Â
Ï  .de O-algebre et s'identifie a une sous-algebre de U g . On en tire enÁ Á Á q
particulier, comme consequence non triviale, des analogues de decomposi-Â Â
tions de Levi.
Dans la Section 5, nous construisons explicitement les equivalents desÂ
O-algebres premieres, par coinduction a partir de coalgebres semisimplesÁ Á Á Á
isotypiques. Un phenomene nouveau de la situation quantique est l'appari-Â Á
tion de groupes finis. Comme on peut s'en douter, une O-algebre quan-Á
tique integre n'est en general pas commutative.Á Â Â
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Dans la Section 6, nous obtenons le resultat principal, c'est-a-dire laÂ Á
 .classification des O-algebres semipremieres sous certaines conditions .Á Á
Celles-ci sont sommes directes d'algebres obtenues a la Section 5.Á Á
Dans la Section 7, nous montrons partiellement comment ces resultatsÂ
peuvent s'adapter a d'autres algebres de Hopf pointees possedant quelquesÁ Á Â Â
proprietes supplementaires, en les appliquant en particulier a une classeÂ Â Â Á
d'algebres de Lie, definies a partir de matrices symetrisables, et admettantÁ Â Á Â
un analogue de la categorie O.Â
Á Â2. ALGEBRES DE HOPF ET REPRESENTATIONS
Dans cette section le corps de base est un corps commutatif K de
caracteristique zero.Â Â
2.1. Notations et GeneralitesÂ Â Â
Le lecteur trouvera des details sur les rappels de cette section dans lesÂ
w xouvrages 1, 9, 10 . Soit C une coalgebre. La comultiplicaiton et la couniteÁ È Â
de C seront notes D et « s'il n'y a pas d'ambiguõte, D et « dans le casÂ È Â C C
contraire. Pour tout c dans C, on ecrira Dc s c m c etant sous-entenduÂ Â1 2
que Dc s c m c avec convention de notation de Sweedler. Si D est1. 2.
un sous espace de C on notera D [ D l Ker « . Rappelons que touteq
coalgebre simple S est de dimension finie et si en outre K est algebrique-Á Â
 .ment clos, il existe alors un entier n tel que S soit isomorphe a M K *.Á n
 i4nOn notera dans ce cas s une base donnee de generateurs elemen-Â Â Â Â Âj i, js1
 i.ntaires et s la matrice s . On a alorsj i, js1
D s i s sk m s i et « s i s d i. .j j k j j
k
 .Le coradical de C i.e., la somme des sous-coalgebres simples sera noteÁ Â
C 0. Le ``coproduit'' de deux sous-espaces E et F de C est par definitionÂ
y1 .E # F [ D E m C q C m F . Si E et F sont deux sous-coalgebres deÁ
C, alors E # F est une sous-coalgebre de C qui contient E q F. On poseÁ
0 1 nq1  n .# E [ 0, # E [ E, et # E [ E # # E . On a alors une filtration
naturelle de C:
C s #n C 0 . 1 .D
nG0
Un element non nul g de C est dit de type groupe si D g s g m g. TouteÂ Â
sous-coalgebre de dimension un de C est de la forme K g avec g de typeÁ
groupe. On dit que C est pointee si toutes ces sous-coalgebres simples sontÂ Á
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de dimension un, et qu'elle est irreductible si elle n'a qu'une seuleÂ
 .sous-coalgebre simple. Pour une algebre de Hopf H, on note G HÁ Á
 .l'ensemble des elements de type groupe de H. Soit g g G H , un elementÂ Â Â Â
x de H est dit g-semiprimitif si D x s x m 1 q g m x.
DEFINITION 2.1. Soit H une algebre de Hopf.Â Á
 .i Une H-algebre A est une algebre munie d'une structure deÁ Á
H-module a gauche telle que pour tous h g H, a, b g A, Dh s h m h ,Á 1 2
on ait
h ab s h a h b , .  .  .1 2
h 1 s « h 1 . .  .A A
 .ii Une H-coalgebre C est une coalgebre munie d'une structure deÁ Á
H-module a gauche telle que pour tous h g H, c g C, Dh s h m h ,Á 1 2
D c s c m c , on aitC 1 2
D h c s h c m h c , .  .  .C 1 1 2 2
« h c s « h « c . .  .  . .C C
Exemple. Soit H une algebre de Hopf et s son antipode, alors H estÁ
 .naturellement munie d'une action adjointe a gauche definie par:Á Â
ad h g s h gs h , ;h , g g H , ou Dh s h m h . .  . Á1 2 1 2
En particulier, H munie de cette action est une H-algebre. Tandis que laÁ
representation reguliere a gauche fait de H une H-coalgebre. Notons queÂ Â Á Á Á
si C est une H-coalgebre a gauche, alors C* est une H-algebre a droite.Á Á Á Á
Soient H une algebre de Hopf et A une H-algebre. Il existe uneÁ Á
structure d'algebre associative unifere sur A m H definie, pour tousÁ Á Â
a, a9 g A et h, h9 g H par
a m h a9 m h9 s ah a9 m h h9 ou Dh s h m h . .  .  . Á1 2 1 2
On appelle cette algebre le produit semi-direct de A par H et on la noteÁ
L   .  . 4AaH. Si L ; H, on note A [ a g A N l a s « l a .
2.2. Mesures Interieures et 2-CocyclesÂ
ÁSoient H une algebre de Hopf et A une algebre. A toute actionÁ Á
interieure de H sur A, via une application reguliere r : H ª A, estÂ Â Á
 .associee un 2-cocycle x sur H a valeurs dans le centre Z A de A. Si HÂ Ár
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 .n'est pas cocommutative, l'ensemble des 2-cocycles de H dans Z A , muni
du produit de convolution, n'est en general pas un groupe. Cependant onÂ Â
peut definir une notion d'equivalence entre 2-cocycles de la forme x .Â Â r
Nous donnons ici quelques relations elementaires qui nous servirontÂ Â
a montrer que pour les algebres de Hopf considerees dans les Sections 6Á Á Â Â
et 7, et lorsque l'algebre A est simple, un 2-cocycle de la forme x estÁ r
equivalent a un 2-cocycle trivial et donc que r est equivalente a unÂ Á Â Á
homomorphisme d'algebres.Á
 .Soient C une coalgebre et A une algebre. Rappelons que Hom C, AÁ Á
est muni d'une structure d'algebre associative, avec unite 1 « , ou leÁ Â ÁA C
 .produit de f , g g Hom C, A est par definitionÂ
f ) g c [ f c g c , ;c g C. .  .  .  .1 2
Ce produit est appele produit de convolution et un element inversible deÂ Â Â
 .Hom C, A , une application reguliere. On notera f l'inverse d'une appli-Â Á
cation reguliere f.Â Á
DEFINITION 2.2. Soient H une algebre de Hopf et A une H-algebre.Â Á Á
On dit que l'action de H sur A est interieure, s'il existe une applicationÂ
reguliere r : H ª A telle que l'action de H sur A soit donnee parÂ Á Â
ad h a [ r h ar h , h g H , a g A. .  . .r 1 2
On dit alors que r est une mesure interieure de H dans A.Â
 .On supposera de plus que r 1 s 1, cas auquel on peut toujours se
 .ramener car r 1 est central et inversible. Posons, pour tous u, ¨ g H,
x u , ¨ [ r u ¨ r u r ¨ . 2 .  .  .  .  .r 1 1 2 2
Alors x est reguliere d'inverse,Â Ár
x u , ¨ s r ¨ r u r u ¨ , 3 .  .  .  .  .r 1 1 2 2
et a valeurs dans le centre de A. En effet, on a pour tous u, ¨ g H, a g A,Á
x u , ¨ ax u , ¨ s r u ¨ ad u ad ¨ a r u ¨ .  .  .  . .  .r 1 1 r 2 2 1 1 r 2 r 2 3 3
s r u ¨ ad u ¨ a r u ¨ .  . .1 1 r 2 2 3 3
s « u¨ a. .
On a aussi
r u¨ s r u r ¨ x u , ¨ 4 .  .  .  .  .1 1 r 2 2
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et pour que r soit un homomorphisme d'algebres, il faut et il suffit queÁ
x u , ¨ s « u « ¨ . 5 .  .  .  .r
D'autre part x est un 2-cocycle, autrement dit pour tous u, ¨ , w g H,r
x u , 1 s x 1, u s « u , .  .  .r r
x u ¨ , w x u , ¨ s x u , ¨ w x ¨ , w , .  .  .  .r 1 1 r 2 2 r 1 1 r 2 2
et la deuxieme relation peut encore s'ecrire sous la formeÁ Â
x ¨ , w x u , ¨ w s x u , ¨ x u ¨ , w . 6 .  .  .  .  .r 1 1 r 2 2 r 1 1 r 2 2
En effet, on a
x u ¨ , w x u , ¨ s r u ¨ w r u ¨ r w x u , ¨ .  .  .  .  .  .r 1 1 r 2 2 1 1 1 2 2 2 r 3 3
s r u ¨ w r u ¨ x u , ¨ r w .  .  .  .1 1 1 2 2 r 3 3 2
s r u ¨ w r u r ¨ r w .  .  .  .1 1 1 2 2 2
s r u ¨ w r u r ¨ w x ¨ , w .  .  .  .1 1 1 2 2 2 r 3 3
s x u , ¨ w x ¨ , w . .  .r 1 1 r 2 2
 .  .Soit q : H ª A une application lineaire reguliere telle que r u q ¨ sÂ Â Á
 .  .  .q ¨ r u ;u, ¨ g H . Posons r9 [ r )q . Alors r9s r )qs q ) r et on
a les egalites suivantes:Â Â
x u , ¨ s q u ¨ r u ¨ r u q u r ¨ q ¨ .  .  .  .  .  .  .r9 1 1 2 2 3 4 3 4
s q u ¨ x u , ¨ q u q ¨ , 7 .  .  .  .  .1 1 r 2 2 3 3
x u , ¨ s q ¨ q u x u , ¨ q u ¨ , 8 .  .  .  .  .  .r9 1 1 r 2 2 3 3
q u q ¨ x u , ¨ s x u , ¨ q u ¨ . 9 .  .  .  .  .  .1 1 r 9 2 2 r 1 1 2 2
 .Si de plus, pour tout u g H, q u est dans le centre de A alors
 .  .  .  .q u aq u s « u a a g A et donc ad s ad .1 2 r 9 r
 .Remarque 2.1. Considerons le cas ou A s M K . Le 2-cocycle x estÂ Á n r
alors a valeurs dans K. Soit z la forme lineaire sur A qui associe a touteÁ Â Á
matrice le premier coefficient de sa diagonale pour une base donnee deÂ
.matrices elementaires . Alors, z restreinte a la sous-algebre T des matri-Â Â Á Á
 .ces triangulaires superieures resp. inferieures est un homomorphismeÂ Â
d'algebres. Supposons que les images de r et r soient incluses dans T.Á
Posons q [ zr. Alors, q est reguliere d'inverse q s zr et x est aÂ Á Ár9
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valeurs dans K. On a alors, pour tous u, ¨ g H,
x u , ¨ s zx u , ¨ .  .r9 r 9
s q u ¨ z r u ¨ r u r ¨ q u q ¨ .  .  .  .  .  . .1 1 2 2 3 3 4 4
s q u ¨ q u ¨ q u q ¨ q u q ¨ .  .  .  .  .  .1 1 2 2 3 3 4 4
s « u¨ . .
 .  .Et il en resulte d'une part d'apres les relations 4 et 5 que r9 est unÂ Á
homomorphisme d'algebres et d'autre part que ad s ad .Á r9 r
Remarque 2.2. Lorsque H est l'algebre d'un groupe G, r est simple-Á
ment une representation projective de G et x un 2-cocycle centralÂ r
normalise.Â
 .2.3. Stabilite des co RadicauxÂ
Soient A une algebre et G un groupe d'automorphismes de A. NousÁ
 .introduisons la notion d'ideal G- semi premier de A. Ceci essentiellementÂ
pour deux raisons: d'une part, une algebre de Hopf pointee H possede enÁ Â Á
general des elements semiprimitifs qui agissent alors sur une H-algebre AÂ Â Â Â Á
 .par derivations tordues; d'autre part, lorsque G s G H et que A est uneÂ
H-algebre graduee par Gn, le groupe des caracteres lineaires de G, onÁ Â Á Â
aimerait avoir une propriete qui soit ``conservee'', dans une certaineÂ Â Â
mesure, par passage au dual gradue. Lorsque l'algebre A est graduee parÂ Á Â
Gn, nous etablissons quelques generalisations de resultats classiquesÂ Â Â Â
 .ceux-ci correspondent au cas ou A est trivialement graduee . Le lecteurÁ Â
w xpourra consulter l'article de Moeglin et Rentschler 8 dans lequel ce type
d'ideal joue un role fondamental, et ou les O-algebres apparaissent deÂ Ã Á Á
facËon implicite.
DEFINITION 2.3. Soient A une algebre et G un groupe d'automor-Â Á
phismes de A. Un ideal G-stable P / A est ditÂ
 .i G-semipremier, si pour tout ideal G-stable I de A tel queÂ
I 2 ; P on a I ; P;
 .ii G-premier, si pour tous ideaux G-stables I et J de A tels queÂ
IJ ; P on a I ; P ou J ; P.
DEFINITION 2.4. Soient A une algebre et G un groupe d'automor-Â Á
 .  .phismes de A. On dit que A est G- semi premiere si l'ideal 0 estÁ Â
 .  .G- semi premier et on appelle radical G-premier de A, note P-rad A ,Â G
l'intersection des ideaux G-premiers de A.Â
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Rappelons que si V est un espace vectoriel et G un groupe d'automor-
n phismes de V, alors V est gradue par G ou de facËon equivalente,Â Â
. n  <G-diagonalisable si V [ [ V ou pour tout x g G , V [ ¨ g Vn Áx xx g G
 .  . 4g ¨ s x g ¨ , ;g g G . En particulier, lorsque V est une G-algebre, laÁ
compatibilite de l'action de G avec le produit de V implique que V V ;Â x c
V , tandis que lorsque V est une G-coalgebre, la compatibilite de l'actionÁ Âxc
de G avec le coproduit de V implique que DV ;  V y1 m V .x c xc c
PROPOSITION 2.1. Soit G un groupe et A [ [ A une G-algebren Áxx g G
graduee par Gn. Un ideal G-stable P / A estÂ Â
 .i G-semipremier si et seulement si
;a g A tel que aAa ; P on a, a g P ; ) .x
 .ii G-premier si et seulement si
;a g A et ;b g A tels que aAb ; P on a, a g P ou b g P . )) .x c
 .   . .Demonstration. Montrons ii la demonstration de i est similaire .Â Â
 .« Supposons que P soit G-premier, et soient a g A , b g A tels quex c
 .  .aAb ; P. Alors les ideaux a et b engendres respectivement par a et bÂ Â
 . .  .  .sont G-stables, et on a a b ; P. D'ou a ; P ou b ; P.Á
 .  .¥ Soient P un ideal verifiant )) et I, J deux ideaux G-stables telsÂ Â Â
que IJ ; P. Supposons que J o P. Comme J, P et J l P sont G-stables et
a fortiori gradues, il existe un element homogene non nul b, dans unÂ Â Â Á
complement gradue de J l P dans J. Alors, pour tout a g A l I, on aÂ Â x
aAb ; IJ ; P, d'ou a g P, et donc I ; P. Il en resulte alors que P estÁ Â
G-premier.
THEOREME 2.1. Soient G un groupe, A une G-algebre graduee par Gn, etÂ Á Á Â
I / A un ideal G-stable. Alors I est l'intersection des ideaux premiers qui leÂ Â
contiennent si et seulement si I est G-semipremier.
 .Demonstration. « Si I est l'intersection des ideaux premiers qui leÂ Â
contiennent, I est semipremier. Et comme I est G-stable, il est en
particulier G-semipremier.
 .  .¥ Supposons que I verifie ) . On doit montrer que I est l'intersec-Â
tion des ideaux premiers qui le contiennent. Soit a un element homogeneÂ Â Â Á
non nul dans un complement gradue de I dans A. On doit trouver unÂ Â
ideal premier P contenant I tel que a f P. Posons a [ a. On peut alorsÂ 0
 4construire une suite d'elements homogenes a ; A _ I telle queÂ Â Á n ng N
 .a g a Aa . En effet, d'apres ) , a Aa o I, et on peut alors prendreÁnq1 n n 0 0
 .un element homogene non nul a dans un complement gradue de a AaÂ Â Á Â Â1 0 0
 .l I dans a Aa . En appliquant ) avec a , on peut de meme trouver a ,Ã0 0 1 2
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et ainsi de suite. Notons que si J est un ideal et s'il existe un j tel queÂ
 .  .a g J, alors a g J ;n G j . Comme a f I ;n , par le lemme de Zorn,j n n
 .il existe un ideal P contenant I, maximal avec la propriete: a f P ;n .Â Â Â n
En particulier, a f P et P est un ideal distinct de A. Montrons que P estÂ0
premier. Si P n'est pas premier alors ArP n'est pas premier. Donc il
existe deux ideaux J et K contenant strictement P et tels que JK ; P. ParÂ
 .maximalite de P, il existe a g J et a g K. En posant m [ max j, k , ilÂ j k
vient a g J l K et donc a g a Aa ; JK ; P. Ce qui est en contra-m mq1 m m
diction avec le choix de P et donc P est premier.
COROLLAIRE 2.1. Soient G un groupe et A une G-algebre graduee par Gn.Á Â
 .  .Alors P-rad A s P-rad A , autrement dit, A est semipremiere si et seule-ÁG
ment si A est G-semipremiere.Á
 .LEMME 2.1. Soient H une algebre de Hopf, G [ G H , t g G, x unÁ
element t-semiprimitif tel que tx s qxt a¨ec q g K* et non racine de l'unite.ÂÂ Â
On note U la sous-algebre de Hopf de H engendree par x et G, et on supposeÁ Â
w x w x nde plus que K x G s GK x . Soient A une H-algebre graduee par G et PÁ Â
 .   . 4un ideal G-premier de A. Posons I P [ a g A N u a g P, ;u g U .Â
Alors:
 .  .i I P est le plus grand ideal U-stable contenu dans P;Â
 .  .ii I P est G-premier.
 .Demonstration. i Immediat.Â Â
 .ii Rappelons que l'on a pour tout n g N,
n
nn nyk k kD x s x t m x , k qks0
ouÁ
w xn !qn w x w x w x w x[ , k ![ k ??? 2 1 ,q q q qk w x w xk ! n y k !q q q
1 y q k
w xet k [ .q 1 y q
 .Soient a g A et b g A deux elements homogenes tels que aAb ; I P .Â Â Áx c
 . n .Supposons que b f I P et soit n le plus petit entier tel x b f P. On a
alors pour tout r g N et tout c g A,
r q nrqn r n nx acb ' x t ac x b .  .  .n q
rqn
r q n rqnyk k kq x t ac x b mod P , .  .  . k qksnq1
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rqn r q n .  . w xor par hypothese, x acb g P ; r, ;c , P est G-premier et / 0,Á qn
r .  .on en deduit alors par recurence que x a g P ; r .Â Â
 .COROLLAIRE 2.2. Soit H une algebre de Hopf engendree par G [ G HÁ Â
et un ensemble d'elements semiprimitifs forme de ¨ecteurs propres pour G, telsÂÂ Â
que les ¨aleurs propres associees ne soient pas des racines de l'unite. Soit AÂ Â
une H-algebre graduee par Gn. Alors tout ideal G-premier minimal de A estÁ Â Â
 .  .H-stable, en particulier P-rad A est H-stable et donc ArP-rad A est uneG
H-algebre semipremiere.Á Á
Demonstration. C'est une consequence immediate du Lemme 2.1 et duÂ Â Â
Corollaire 2.1.
La dualite entre algebres et coalgebres permet de dresser un diction-Â Á Á
naire faisant correspondre a certains enonces etablis en theorie desÁ Â Â Â Â
algebres, une version duale en theorie des coalgebres. On est alorsÁ Â Á
naturellement amene a la definition suivante:Â Á Â
DEFINITION 2.5. Soient C une coalgebre et G un groupe d'automor-Â Á
phismes de C. Une sous-coalgebre R de C est dite:Á
 .i G-semipremiere: si pour toute sous-coalgebre G-stable E de CÁ Á
telle que R ; E # E on a R ; E.
 .ii G-premiere: si pour toutes sous-coalgebres G-stables E et F deÁ Á
C telles que R ; E # F on a R ; E ou R ; F.
On a en particulier les proprietes immediates suivantes:Â Â Â
 .1. La propriete d'etre G- semi premiere pour une sous-coalgebre,Â Â Ã Á Á
est conservee par G-homomorphisme injectif.Â
2. Une sous-coalgebre R de C est G-semipremiere si et seulement siÁ Á
pour toute sous-coalgebre G-stable E de C telle que R ; #n E, n 4 0 onÁ
a R ; E.
La theorie des coalgebres est un peu plus restreinte que celle desÂ Á
anneaux et assez souvent pour montrer qu'une coalgebre possede uneÁ Á
certaine propriete, on peut se ramener au cas ou elle est de dimensionÂ Â Á
finie. La lemme suivant est un resultat assez remarquable de stabilite duÂ Â
coradical.
 .LEMME 2.2. Soient H une algebre de Hopf, G [ G H , C une H-Á
coalgebre graduee par Gn, et C 0 le coradical de C. Soient t g G et x g H unÁ Â
element t-semiprimitif tel que tx s qxt, a¨ec q g K* et non racine de l'unite.ÂÂ Â
 . w x  0. 0i Si dim K x ? c - ` ;c g C , alors x stabilise C .
 . 0ii Si x stabilise C et si en outre K est algebriquement clos, alorsÂ
l'action de x sur toute sous-coalgebre simple de C est quasi-interieure.Á Â
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Autrement dit, pour toute sous-coalgebre simple S de C de tout systeme fixe deÁ Á Â
 i4n  .generateurs elementaires s , il existe une matrice a de M K telle queÂ Â ÂÂ j i, js1 n
x s i s aksi y t sk ai ; i , j . . .  . j j k j k
k k
 .  .ce qu'on ecrit sous forme matricielle x s s as y t s a.Â
 .Demonstration. i Notons B la sous-algebre de Hopf de H engendreeÂ Á Â
 .par x et t. Soit S une sous-coalgebre simple de C. Posons T [ G B ,Á
w xR [ T ? S, et D [ B ? S s K x ? R. Alors R est T-stable et donc gradueeÂ
par T n. De plus S est de dimension finie et tout element de S estÂ Â
 .combinaison lineaire finie de vecteurs propres pour T dans R. Il enÂ
resulte que R est de dimension finie et a fortiori D l'est aussi. Soit J leÂ
radical de Jacobson de D*. Comme J est nilpotent, il coõncide avec leÈ
 . Hradical premier de D* et donc est B-stable Corollaire 2.2 . Mais R s J
et donc R est B-stable et D s R.
 . w y1 xii Soient S une sous-coalgebre simple de C, R [ K t, t ? S et R9Á
la somme des sous-coalgebre simples de R distinctes de S. D'apres laÁ Á
 . lkdemonstration faite en i , il existe des scalaires a tels queÂ j p
x s l ' alk s p mod R9 , . . j j p k
k , p
 i4ou s est une base fixee de generateurs elementaires de S. Pour toutÁ Â Â Â Â Âj
c g S, on a
x c m c s D x c y t c m x c g R m S. .  .  .  .1 2 1 2
En appliquant la relation precedente a s l, il vientÂ Â Á j
x s i m s l s alk s i m s p y t sk m ali s p ; j, l . . .  .  j i j p k i j k p i
i k , p , i k , p , i
D'ouÁ
x si s alks i y t sk ali ; i , j, l . . .  . j jl k j k l
k k
k 1k  .On pose alors a [ a ; j, k et il en resulte queÂj j1
x si s aksi y t sk ai ; i , j . . .  . j j k j k
k k
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Á Ï  .3. L'ALGEBRE DE HOPPF U gq
3.1
Dans les sections qui suivent, on peut prendre pour corps de base
 .K [ k q ou k un corps commutatif de caracteristique zero contenant lesÁ Â Â
racines de l'unite et q une indeterminee. Cependant, afin etablir lesÂ Â Â Â
resultats de la Section 6, nous supposerons des maintenant que K s k q . .Â Á
On rappelle brievement ici, a quelques nuances pres, la construction deÁ Á Á
Ï  . w xU g telle qu'elle est exposee dans 4, Chap. 3 . Notons qu'il s'agit iciÂq
d'une generalisation de l'algebre de Drinfeld]Jimbo dans laquelle lesÂ Â Á
relations de Serre quantiques n'apparaissent plus de facËon explicite, mais
sont remplacees par deux ideaux Kq et Ky. Cependant on montre queÂ Â
dans certains cas, ces ideaux sont engendres par les relations de SerreÂ Â
w x4, 4.3.8 .
3.2
Â l .Etant donnes un entier l et une matrice symetrique C s c aÂ Â Ái j i, js1
coefficients dans Z, de rang r F l. On se donne une realisation de C,Â
c'est-a-dire:Á
 .i un Q-espace vectoriel h de dimension 2 l y r,Q
 .  4 lii un sous ensemble p [ a de vecteurs lineairement inde-Â Âi is1
pendents que l'on complete en une base p de hU , etÁ Ã Q
 .  . Uiii une forme bilineaire non degeneree symetrique ?, ? sur hÂ Â Â Â Â Â Q
 .telle que c s a , a , i, j s 1, 2, . . . , l.i j i j
 . U " . U  U <On pose alors Q p [ Zp ; h , Q p [ "Np , et h [ l g hQ Z Q
U Ï . 4l, a g Z, ;a g p . Soient t : h ª T un isomorphisme de groupesÃ Z
Ï0 Ï Äqabeliens tel que t s t t , U la K-algebre de Hopf du groupe T , et UÂ Álqn l n
Äy .  4 resp. U la K-algebre libre unifere de generateurs x resp.Á Á Â Â a a gp
Äy 4 .y . L'algebre U admet une decomposition en espace de poidsÁ Âya a gp
Äy q Ï  ..U n g Q p par rapport a l'action de T , c'est-a-direÁ Áyn
Äy Äy ÄyU s U s K [ U .[ yn q
q .ngQ p
ÄyPour tout a g p , soit t l'automorphisme de U definit parÂa
y a , n . Äyt y s q y , ; y g U , .a yn yn yn yn
Äyet soit ­ l'endomorphisme de U verifiantÂa
Äy­ yy9 s ­ y y9 q t y ­ y9, ; y , y9 g U , .  .  .a a a a
­ y s d , ;b g p .a yb a b
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y Äy ÄyPar definition K est l'ideal gradue maximal de U contenu dans U etÂ Â Â q
y Äy y 4stable par ­ . On pose U [ U rK . On peut de meme definir unÃ Âa a gp
q Äqideal K de U et on montre que celui-ci s'identifie au noyau de laÂ
q Äq yrepresentation w : U ª End U qui associe a x , la t -derivation ­Â Á Âa a a
q Äq q Ï q Ï0 .  . a g p . On pose U [ U rK . Alors l'algebre U b [ U aU resp.Á q
Ï y y Ï0 . .U b [ U aU est munie d'une structure d'algebre de Hopf et onÁq
Ï  .obtient l'algebre enveloppante quantifiee de Drinfeld]Jimbo U g commeÁ Â q
Ï y Ï  .  ..quotient du double de Drinfeld D U b , U b . C'est la K-algebre deÁq q
Ï0Hopf engendree par U , x , y , a g p et satisfaisant aux relationsÂ a ya
t s t t ,lqn l n
t x s ql , a .x t , t y s qy l , a . y t ,l a a l l ya ya l
w xx , y s d t y t , .a yb a b a ya
Kqs 0, Kys 0,
« t s 1, « x s « y s 0, .  .  .l a yb
Dt s t m t ,l l l
D x s x m 1 q t m x , D y s y m t q 1 m y ,a a a a ya ya ya ya
s t s t , s x s yt x , s y s yy t , .  .  .l yl a ya a ya ya a
ou l, n g hU et a , b g p .Á Z
y Ï .  .Posons g [ t y a g p et soit G la sous algebre de U gÁya a ya q
 .engendree par g a g p . Rappelons que l'on a les isomorphismesÂ ya
d'espaces vectoriels suivants:
Ï y Ï0 q y Ï0 qU g ( U m U m U ( G m U m U . 10 .  .q
Notons aussi que hU est un Z-module libre de type fini. Et l'introductionZ
Ï Ï  .de T permet d'assurer que pour tout monome u de U g , produit deÃ q
 .  . l, n .generateurs, il existe un unique n dans Q p tel que ad t u s q uÂ Â l
pour tout l dans hU .Z
4. O-MODULES QUANTIQUES
4.1
Ï  .L'algebre de Hopf U g est munie d'un anti-automorphisme involutifÁ q
Ï .  .d'algebres k , defini par k x [ g a g p , et egal a l'identite sur T.Á Â Â Á Âa ya
ÏnNotons que k est un automorphisme de coalgebres. Soit T le groupe desÁ
Ïcaracteres lineaires de T.Á Â
CLASSIFICATION DES O-ALGEBRESÁ 639
Ï  .DEFINITION 4.1. On dit qu'un U g -module M appartient a la categorieÂ Á Âq
O si M verifieÂ
 .   .i M s [ M ou M [ m g M N t ? m s L t m, ;l gn ÁÏ L L l lL g T
U4h ;Z
Ïn .ii dim M - `, ;L g T ;L
Ïn .  .  4iii L'ensemble V M [ L g T N M / 0 des poids de M estL
 yn q .4inclus dans une union finie d'ensembles de la forme Gq N n g Q p ,
ÏnG g T .
4.2
La categorie O est abelienne et admet un foncteur exact contravariant dÂ Â
 .le O-dual defini comme suit. Soit M g Ob O, considerons M* commeÂ Â
Ï  .U g -module a gauche via l'anti-automorphisme k . Alors dM est le plusÁq
 U .grand sous espace de M* pour lequel l'action des t l g h soitl Z
localement finie. Comme M s [ M , on en deduit que dM estn ÂÏ LL g T
 U .simplement le dual gradue de M i.e., dM s [ M , or chaquenÂ Ï LL g T
 .espace de poids etant de dimension finie on a clairement M ( d dM .Â
Â  .  .Remarque 4.1. Etant donne M g Ob O, d'apres les i et iii de laÂ Á
Definition 4.1, M est engendre comme Gy-module par un complementÂ Â Â
Ï y ÏnT-stable V de G M et on a alors un isomorphisme d'espaces T -graduesÂq
 .Uq qdM ( d V, de plus l'action de U sur M est localement finie.
4.3. O-Structures Canoniques
Certains O-modules sont naturellement munis de structures supplemen-Â
taires. Bien que celles-ci soient revelatrices de proprietes profondes de laÂ Â Â Â
categorie O, on ne parlera ici que de celles qui nous serviront par la suite.Â
Ï .  .  .  .On appele O- co algebre quantique une U g - co algebre qui en tantÁ Áq
Ï  .que U g -module appartient a la categorie O. Ainsi que nous le verrons,Á Âq
 .la classification des O- co algebres fait essentiellement appel a structureÁ Á
Ï  .d'algebre de Hopf de U g et au fait que le O-dual d'une O-algebre estÁ Áq
une O-coalgebre.Á
4.3.1. Le dual lineaire d'une coalgebre est toujours munit d'une struc-Â Á
ture d'algebre. Il est alors aise d'obtenir des O-algebres a partir deÁ Â Á Á
O-coalgebres et c'est cette methode que l'on emploiera. Cependant leÁ Â
processus inverse est plus delicat, mais heureusement dans la categorie OÂ Â
ce probleme disparait. En effet, etant donnee une O-algebre A, notonsÁ Â Â Á
 .V A l'ensemble de ses poids. D'apres la definition d'un O-module, ilÂ Â
n Ïn n yn 4  .  <existe un sous-ensemble fini G de T tel que V A ; D G q ni is1 iis1
q .4  .g Q p . Soit L g V A , il est alors clair que l'equation XY s L,Â
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 .  .X, Y g V A , n'a qu'un nombre fini de solutions, or d'apres le ii de laÁ
  ..Definition 4.1, dim A - ` ;C g V A et donc  A A est deÂ C X YsL X Y
dimension finie. Cette propriete nous permet alors de munir naturelle-Â Â
ment d A d'une structure de O-coalgebre.Á
H   :Soient M g Ob O et N ; M, on note N [ j g dM N j , ¨ s 0, ;¨
Ï H H4  .g N . Alors si N est stable par T , on a N ( N. Soit A une
O-algebre. On a alors une correspondance bijective, renversant les inclu-Á
Ï Ïsions, entre les ideaux T-stables de A et les sous-coalgebres T-stables deÂ Á
Ï H .d A. De plus, si P est un ideal T- semi premier de A, alors P est uneÂ
Ï  .sous-coalgebre T- semi premiere de d A. Ceci est une consequenceÁ Á Â
immediate des definitions de la Section 2 et de la dualite entre algebres etÂ Â Â Á
coalgebres.Á
Ï Ï  .4.3.2. Soient p 9 ; p et U [ U g . On definit le module de VermaÂq
Ï .generalise de plus haut poids nul comme etant le quotient M 0 [ UrIÂ Â Â Â p 9 p 9
ouÁ
Ï Ï ÏI s Ux q U t l y 1 q Ug . . .  p 9 a ya
Uagp lgh agp 9Z
Ï ÏSoit r : U ª UrI la projection canonique. Alors I etant un coõdealÂ È Âp 9 p 9 p 9
Ï   . .de U, on a une structure canonique de coalgebre M 0 , D , « telleÁ p 9 p 9 p 9
que les diagrammes suivants soient commutatifs:
D «6 6Ï Ï Ï ÏU U m U U K
6 6 6
.
r rr mrp 9 p 9p 9 p 9
D «p 9 p 96 6 .  .  .  .M 0 M 0 m M 0 M 0 Kp 9 p 9 p 9 p 9
Ï  .On en deduit immediatement une structure de U-algebre sur M 0 * quiÂ Â Á p 9
 .par restriction a dM 0 munit celui-ci d'une structure de O-algebre.Á Áp 9
 .Lorsque p 9 s B on note simplement M 0 le module correspondant.
 .Notons que par transposition dM 0 s'identifie a une O-sous-algebre deÁ Áp 9
 .dM 0 .
Ï  .4.4. Decomposition de U gÂ q
Soit p 9 ; p , on note Gy la sous-algebre de Gy engendree parÁ Âp 9
 4 yg . Comme G agit sur elle-meme par action adjointe, on peutÃya a gp 9
y y  y . ydefinir la sous-algebre S de G engendree par ad G G . NotonsÂ Á Âp 9 p 9 p _p 9
que Sy est aussi la plus petite sous-algebre de Gy contenant Gy etÁp 9 p _p 9
y y Ï y .stable par l'action adjointe de G . L'algebre G est seulement un U b -Á p 9 q
coõdeal a gauche, cependant le produit semi-direct Sy aGy est bien definiÈ Â Á Âp 9 p 9
et il est clair que la multiplication m: Sy aGy ª Gy est un homomor-p 9 p 9
phisme surjectif d'algebres.Á
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w x  . yPROPOSITION 4.1 7, Proposition 3.2 . Les algebres dM 0 et S sontÁ p 9 p 9
 .isomorphes, et par consequent dM 0 est integre.Â Áp 9
 .Remarque 4.2. Pour tout a g p , soit j l'unique element de dM 0Â Âya
  .:  .de poids ya tel que j , r g s d ;b g p . Grace a la propo-Ã Áya B yb a b
y  .sition precedente, on a un isomorphisme d'algebres f : G ª dM 0 , telÂ Â Á
 .  .  .  .que f g s j ;a g p . On peut alors identifier dM 0 a M 0Áya ya
comme espace vectoriel gradue, et donc le munir d'une structure deÂ
coalgebre. On note D le coproduit correspondant. Soit T gÁ 0 q
  .m2 .  .End dM 0 defini pour tous vecteurs j , h g dM 0 de poids respectifsÂ l n
y .l, n g Q p , par
T j m h [ qy l , n .h m j .q l n n l
 . .  .m4  .m2 Uet soit m [ m m m Id m T m Id : dM 0 ª dM 0 , ou m [ DÁq B B q B B
 .designe le produit de dM 0 . Alors m definit un produit associatif surÂ Âq
 .  .  .dM 0 m dM 0 , ayant pour element unite « m « . On note dM 0 mÂ Â Â B B q
 .dM 0 l'algebre ainsi obtenue. On voit alors facilement que D est unÁ 0
 .  .  .homomorphisme d'algebres de dM 0 dans dM 0 m dM 0 .Á q
Ï Ï Ï .  .  .Notons U p la sous-algebre de Hopf de U g engendree par U bÁ Âq p 9 q q
 4et g .ya a gp 9
PROPOSITION 4.2. La multiplication m: Sy aGy ª Gy est un isomor-p 9 p 9
phisme d'algebres.Á
y  .Demonstration. Soit N l'image de G dans M 0 . Alors par restric-Â p 9 p 9
Ï Ï .  .tion, N est une U p -coalgebre. On pose M [ U g m N etÁ Ïp 9 q p 9 q U p . p 9q p 9
Ï  .M9 [ U g m N . Il est alors clair que M et M9 sont des O-Ïq U b . p 9q
coalgebres et que la projection canonique u de M9 sur M induit parÁ
transposition un homomorphisme injectif de O-algebres u * de dM dansÁ
Ï .  .dM9. D'apres la decomposition 10 de U g et la Proposition 4.1, dM9 (Á Â q
 .dM 0 m dN comme espace vectoriel et on verifie aisement que dM9 (Â Âp 9
 .dM 0 m dN comme algebre, dN s'identifiant de facËon evidente a laÁ Â Áq p 9 p 9
 . y  .sous-algebre de dM 0 isomorphe a G . Par transport de structure, dM 0Á Á p 9
agit sur elle-meme par action adjointe et on a pour tout vecteur h gÃ yn
 . y .dM 0 de poids yn g Q p ,
ad j h [ j h y qy a , n .h j a g p . .  .ya yn ya yn yn ya
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 .  .Considerons a present, l'application lineaire w : dM 0 adN ª dM 0 mÂ Á Â Â p 9 q
 . .dN , definie par w [ m m Id Id m D . On a alors pour tout a g p 9,Âp 9 B 0
w 1 m j w h m 1 .  .ya yn
s j m 1 q 1 m j h m 1 .  .ya ya yn
s j h m 1 q qy a , n .h m jya yn yn ya
s ad j h m 1 q qy a , n .h j m 1 q qy a , n .h m j .ya yn yn ya yn ya
s w ad j h m 1 q qy a , n .h m j . .ya yn yn ya
s w 1 m j h m 1 . .  . .ya yn
On en deduit que w est un isomorphisme d'algebres et donc queÂ Á
 .dM 0 adN est isomorphe a la sous algebre de dM9 engendree parÁ Á Âp 9 p 9
 .  . XdM 0 m K et D dN . Pour tout a g p , soit g [ yy t qui estp 9 0 p 9 ya ya a
un element t -semiprimitif de Gy. On verifie que pour tout generateurÂ Â Â Â Âa
 .  . X  .  .j b g p de dM 0 , on a g j s ad j j , et donc pour toutyb ya yb ya yb
 . X  .  .j g dM 0 , on a g j s ad j j . D'autre part, il est clair que M (ya ya
y y  .  .yG m G ( M 0 . Un calcul simple montre alors que u * j m 1 sG p 9 ybp 9
 .j m 1 b g p _ p 9 , mais u * est un homomorphisme de O-algebres et ilÁyb
 .  .  .en resulte que dM 0 m K ; Im u * . On remarque ensuite que u * jÂ p 9 ya
 .  .  .  .s D j a g p 9 . Il vient alors finalement dM 0 ( dM 0 adN0 ya p 9 p 9
comme algebre.Á
Ï y Ï q y q .   ..  .Soit p 9 ; p , on note U p [ k U p , S [ k S , U [q p 9 q p 9 p 9 p 9 p 9
y Ï Ï Ï0 .  .  .k G , U b la sous-algebre de Hopf de U g engendree par U etÁ Âp 9 q p 9 q
q Ï Ï y .  .U , et U r la sous-algebre de Hopf de U g engendree par G etÁ Âp 9 q p 9 q p 9
Ï  .U b . On a alors les isomorphismes d'espaces vectoriels suivants:q p 9
Ï y Ï Ï y qU g ( S m U p ( U p m S .  .  .q p 9 q p 9 q p 9 p 9
y Ï q( S m U r m S , .p 9 q p 9 p 9
Ï y Ï0 qU r ( G m U m U . .q p 9 p 9 p 9
Á5. EXAMPLES DE O-ALGEBRES
5.1
ÏSoit G un quotient fini du groupe abelien T. On dit que G estÂ
compatible avec un sous ensemble p 9 de p , si pour tout a g p 9 l'image
de t dans G est un element d'ordre au plus 2.Â Âa
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5.2
Ï y .  .Soient p 9 ; p et V, r un U p -module de dimension finie. L'algebreÁq p 9
Ï y .End V est une U p -algebre ou l'action adjointe est donnee, pour tousÁ Á Âq p 9
Ï y .u g U p et a g End V parq p 9
ad u a s r u ars u . .  . .r 1 2
ÏSoit maintenant G un quotient fini du groupe T compatible avec p 9.
w x  .  .Rappelons que l'on a x , y s d t y t a , b g p 9 . Grace aÃ Áa yb a b a ya
Ïcette condition de compatibilite, la projection canonique de T sur G seÂ
prolonge alors en un homomorphisme surjectif d'algebres de Hopf p deÁ
Ï y y q .U p sur KG tel que la restriction de p a U et a U soit triviale. LaÁ Áq p 9 p 9
Ï y .representation reguliere a gauche de U p induit alors une structure deÂ Â Á Á q p 9
Ï y n .U p -coalgebre sur KG. Par la suite, on identifie G , le groupe desÁq p 9
Ïncaracteres de G, a son image dans T via p*. Par transformation deÁ Á
Fourier, on a un isomorphisme d'algebres de Hopf,Á
KG n * ( KG s Kd , . [ x
nxgG
ou pour tout x g G n,Á
1
y1d [ x g g .x < <G ggG
est un idempotent de poids x . Par cet isomorphisme, on a alors
d c s c d ;x , c g KG n. .  .x x
Ï y n .  .Soit r9: U p ª KG aKG m End V l'application lineaire definieÂ Âq p 9
 .  .  .par r9 [ r ) p. Alors, d'apres les relations 4 , 5 , et 7 , r9 est unÁ
homomorphisme d'algebres et on verifie que par restriction, la representa-Á Â Â
Ï y n .tion adjointe ad definit une structure de U p -algebre sur KG mÂ Ár9 q p 9
End V. En passant au dual, on en deduit queÂ
R G , V [ KG m End V * .  .p 9
Ï  .est une U p -coalgebre, via k , puis queÁq p 9
ÏC G , V [ U g m R G , V .  .  .Ïp 9 q U p . p 9q p 9
est une O-coalgebre et donc queÁ
A G , V [ d C G , V .  .p 9 p 9
est une O-algebre.Á
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Ï .  .Remarquons aussi que par restriction, R G, V est une U b -coalgebreÁp 9 q
 .et par transposition A G, V s'identifie alors a une O-sous-algebre deÁ Áp 9
 .A G, V .B
5.3
Nous allons maintenant preciser la structure des algebres ainsi obtenuesÂ Á
et donner certaines de leurs proprietes.Â Â
DEFINITION 5.1. Un ensemble d'unites matricielles de rang n dans unÂ Â
 i4n n i i k k ianneau A est un ensemble e ; A tel que  e s 1 et e e s d ej i, js1 is1 i j l j l
 .; i, j, k, l .
PROPOSITION 5.1. Un anneau A a un ensemble d'unites matricielles deÂ
 .rang n si et seulement si A ( M B pour un certain sous-anneau B de A.n
Â .Demonstration. ¥ Evident.Â
 .  i4n j« Supposons que A contienne un tel ensemble e . Soit f gj i, js1 i
j . k j j . j j . l  .End A defini par f a s  e ae , alors f 1 s d et f a f b sÂ i k i k i i i k
l j .  . 1f ae b a, b g A . En particulier B [ Im f est un sous-anneau uni-i k 1
j j . 1 1 j. j ifere de A. Posons a [ f a s f e ae g B, il vient  a e sÁ i i 1 i 1 i, j i j
k j i i j k . j . j k . e ae e s  e ae s a, de plus  f a f b s  f ae b si, j, k i k j i, j i j k i k k i k
j i n .  4f ab et il est clair que A est un B-module libre de base e .i j i, js1
 .Considerons l'algebre A G, V introduite precedement. Lorsque dim VÂ Á Â Âp 9
 .s 1, on la note simplement A G . D'apres les Propositions 4.1 et 4.2,Áp 9
 .  .  .A G, V et dM 0 m R G, V * sont des espaces gradues isomorphes.Âp 9 p 9 p 9
 .Le produit de A G se calcule aisement et on aÂp 9
A G ( dM 0 aKG n .  .p 9 p 9
n  . y .ou x g KG agit sur un vecteur h g dM 0 de poids yn g Q p ,Á yn p 9
 .par x ? h s x t h . Le calcul direct de la structure d'algebre deÁyn n yn
 . yA G, V est delicat, car S n'est pas une coalgebre mais seulement unÂ Áp 9 p 9
Ï y .  .U b -coõdeal a gauche. Cependant, le produit de A G, V s'exprime deÈ Â Áq B
la facËon suivante,
j m a h m b s L t jh m a b , .  .  .L yn n yn L
 .  .ou j , h g dM 0 , a , b g R G, V *, et h et a etant des vecteurs deÁ Âyn L p 9 yn L
y Ïn .poids respectifs yn g Q p et L g T . On a une injection evidente deÂ
 .   ..  .End V dans A G, V resp. A G, V dont on note E resp. F l'image.p 9 B
Prenons un ensemble d'unites matricielles subordonnees a une base deÂ Â Á
.  i4n vecteurs de poids de rang n [ dim V dans End V. Notons e resp.j i, js1
i n Ïn i 4 .  .f son image dans E resp. F et L g T le poids commun de ej i, js1 i 1
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i  .  .et f 1 F i F n . Appliquons la Proposition 5.1 a A G, V munie deÁ1 B
 i4n  . q . nf . On a pour h g dM 0 , n g Q p , x g G , et a g F,j i, js1 yn
f1 h m x m a s 1 m 1 m f k h m x m a 1 m 1 m f 1 .  . .  .1 yn 1 yn k
k
s h m x m L t f kaf 1. .yn k n 1 k
k
Ï0 1On en deduit successivement des isomorphismes de U -algebres, Im f (Â Á 1
 .A G etB
, 6f : A G , V A G m F . .  .1 B B
 .Considerons alors l'injection canonique u * de O-algebres, de A G, VÂ Á p 9
 .  .dans A G, V . Comme u * E differe en general de F, on applique aÁ Â Â ÁB
 .nouveau la Proposition 5.1 a A G, V mais maintenant munie deÁ B
  i.4n  .  .u * e . On a alors un isomomorphisme f de A G, V sur A G mj i, js1 2 B B
 .   ..   ..u * E . Notons h l'isomorphisme de f A G, V sur f A G, V tel que1 B 2 B
i i Ï .  .  .h f [ u * e , et munissons ces deux algebres d'une action de U g surÁj j q
le premier facteur de celles-ci f et f ne sont pas en general desÂ Â1 2
.homomorphismes de O-algebres . L'algebre dN introduite dans laÁ Á p 9
demonstration de la Proposition 4.2, s'injecte de facËon evidente dansÂ Â
 .A G, V et la restriction de u * a son image correspond a l'injection deÁ Áp 9
 .  .dN dans A G, V . Appliquons cette fois-ci la Proposition 5.1 a A G, VÁp 9 B p 9
 i4n 1munie de e et notons B9 l'image de f , dont dN est une sous-j i, js1 1 p 9
algebre. Comme u * et h sont des homomorphismes de O-algebres, il enÁ Á
 .resulte que B9 est isomorphe a A G . Finalement on a un isomorphismeÂ Á p 9
Ï0de U -algebres:Á
A G , V ( A G m End V . .  .p 9 p 9
Ï0  .Pour toute U -algebre A, on note Spec A l'ensemble des ideauxÁ ÂÏT
ÏT-premiers de A. On a alors les isomorphismes d'ensembles ordonnesÂ
suivants,
Spec dM 0 ( Spec A G ( Spec A G , V , .  .  . .  .  .Ï Ï ÏT p 9 T p 9 T p 9
Ï .  .  .or dM 0 est integre Proposition 4.1 et donc A G, V est T-premiere.Á Áp 9 p 9
 . yNotons aussi que d'apres la Proposition 4.2, C G, V est un S -moduleÁ p 9 p 9
 .libre de base R G, V , ce qui implique en particulier quep 9
Sqp 9A G , V ( R G , V *. .  .p 9 p 9
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Á Á6. O-ALGEBRES SEMIPREMIERES
Cette section est entierement consacree a la classification des O-algebresÁ Â Á Á
semipremieres. Les demonstrations des differents resultats sont detaillees,Á Â Â Â Â Â
ainsi le lecteur non familier pourra apprecier la facËon dont chacune desÂ
proprietes necessaires intervient.Â Â Â
Ï Ï .THEOREME 6.1. Soit R une U p -coalgebre T-premiere de dimensionÂ Á Á Áq p 9
Ïn Ï y .  .finie, graduee par T . Il existe alors un U p -module V, r de dimensionÂ q p 9
Ïfinie et un quotient fini G de T compatible a¨ec p 9, tels que R soit isomorphe
Ï .  .a R G, V comme U p -coalgebre.Á Áp 9 q p 9
Demonstration. On fixe une sous-coalgebre simple S de R. ParÂ Á
Ï Ïhypothese R est de dimension finie et T-premiere, on a alors R s T ? S.Á Á
Ï Ï  . 4Posons N [ t g T N t S ; S , et G [ TrN qui est alors fini. Pour toute
Ï .classe g dans G, on choisit un representant D g dans T , on prend enÂ
Ï .particulier D 1 s 1. Autrement dit, on se donne une application D : G ª T
Ïtelle que pD s Id , ou p designe la projection canonique de T sur G.Á ÂG
 .  .  .Alors en reprenant les notations de 2 , on a x g , g g N g , g g G .D
Ï  .  .Comme T est l'union disjointe des classes D g N g g G , il vient
D g u D g ¨ s D g g x g , g u¨ g , g g G , u , ¨ g N .  .  .  .  . .  .  .D
11 .
Ïet T est alors isomorphe au produit croise Ga N. Rappelons que laÂ xD
somme de deux coalgebres simples distinctes est directe et on a donc unÁ
isomorphisme de coalgebres R ( KG m S. Comme S est simple, elle estÁ
 .de la forme End V * pour un certain espace vectoriel V de dimension n.
Par definition S est stable par N et admet alors une decomposition enÂ Â
Ïespaces de poids, par restriction des caracteres de T a N. Par consequentÁ Á Â
S* ( End V possede les memes proprietes. Par le theoreme deÁ Ã Â Â Â Á
Skolem]Noether, l'action de N sur S* ; R* est interieure. Il existe alorsÂ
une base de B de V par rapport a laquelle l'action adjointe de N sur S*Á
se realise par l'intermediaire d'une mesure interieure r de K N dans laÂ Â Â
sous-algebre des matrices diagonales de End V. En appliquant le procedeÁ Â Â
de la Remarque 2.1, on peut de plus supposer que r est un homomor-
 .   .  ..phisme d'algebres. Pour tout t g N, on a r t s diag L t , . . . , L tÁ 1 n
n  i4navec L g N . Soit s ; S, la base duale des matrices elementairesÂ Âi j i, js1
 i4n i y1e de S* subordonnees a B. Alors s est de poids L L par rapportÂ Áj i, js1 j i j
Ïna N. On choisit ensuite pour tout i un representant L g T de L . PourÁ Â i i
 .  . i y1simplifier les notations, on notera D [ D g g g G et L [ L L . Puisg j i j
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 4 npour tous i, j g 1, . . . , n et x g G , on pose
1
i i y1 is x [ xL D D s . .  .  .  .j j g g j< <G ggG
i i Ïn .Verifions que s x est un vecteur de poids xL g T . D'apres la relationÂ Áj j
 .11 , il suffit de montrer que pour tout g g G,
D s i x s xLi D s i x . .  .  . .  .g j j g j
On a
D D s i s Li x g , g D s i car x g , g g N .  . .  . .  .g g j j D gg j D
s Li D Li Dy1D D s i , .  .  .j g j gg g gg j
d'ouÁ
1
i y1 i y1 iD s x s x g L D D D s .  . .  .  .g j j gg g gg j< <G ggG
1
y1 i y1 is x gg L D D D s .  .  . j g g g j< <G ggG
s xLi D s i x .  . .j g j
et ceci implique que
n
iR s K s x . .[ [ j
n i , js1xgG
Montrons que
« s i x s d id « , .  . .j j x
D s i x s  sk xcy1 m s i c . .  . .j c , k j k
La premiere relation est une consequence immediate des definitionsÁ Â Â Â
 . k i i  .voir 5.2 . Rappelons que L L s L ; i, j, k et que pour tout g g G on aj k j
1 1, si g s 1,
c g s . < < 0, sinon.G ncgG
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Il vient alors
sk xcy1 m s i c . . j k
c , k
1
y1 k y1 i y1 k is xc L D cL D D s m D s .  . .  .  .  . j g k g g j g k2< <G k , c , g , g
1 1
y1 k y1 i y1 k is c g g xL D L D D s m D s .  . .  .  .  .  j g k g g j g k /< < < <G Gk , g , g c
1
i y1 k is xL D D s m D s . .  .  . j g g j g k< <G k , g
s D s i x . .j
Ï0Comme on peut prolonger r de facËon evidente a U , il en resulte que R*Â Á Â
n Ï0est isomorphe a KG m End V comme U -algebre.Á Á
Montrons que G est compatible a¨ec p 9: Comme R est semisimple, les
 .  .hypotheses du Lemme 2.2 ii sont satisfaites. Notons a resp. b laÁ a b
 .matrice associee a l'action quasi-interieure de x resp. g sur SÂ Á Â a yb
 .a g p , b g p 9 . Supposons par l'absurde qu'il existe a g p 9 tel que
2 . 2 .t S l S s 0. Alors la somme de S et de t S est directe. De plus dansa a
Ï  .U g on a la relation suivanteq
g x y qa , a .x g y 1 y t 2 s 0 .ya a a ya a
i  .et en appliquant le membre de gauche a s 1 F i, j F n , on en tireÁ j
l'expression matricielle:
a b y qa , a .b a y 1 s y t 2 s a b y qa , a .b a y 1 s 0. . .  .a a a a a a a a a
Il vient a b y qa , a .b a y 1 s 0 et V est alors un module pour l'algebreÁa a a a
de Weyl quantique. Mais comme V est gradue par N n et q non racine deÂ
l'unite, une telle representation est necessairement de dimension infinie,Â Â Â
2 .ce qui est en contradiction avec nos hypotheses. Donc t S s S et laÁ a
compatibilite de G en resulte.Â Â
Pour tout a g p et pour tout g g G, notons a la matrice associee,Âa , g
 .au ii du Lemme 2.2, a l'action quasi-interieure de x sur la coalgebreÁ Â Áa
 . Usimple D S et a [ a . Prenons l g h et ecrivons t s D u ou g g GÂ Ág a a , 1 Z l g
 y l, a . . i.  .et u g N. Comme t x t y q x s s 0, il vient si t S s S,yl a l a j a
j j i iyl , a . i yl , a .a y q a s L t a y q a , .  .  .  .  .j  /a , g a j a a , g a ij i
i ii yl , a .L u a y q a s 0 i / j 12 .  .  .  .  .jj a , g aj
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  .le cas t S / S est le cas particulier ou un membre de la premiereÁ Áa
i  .equation est nul, dans ce cas le terme L t ne figure pas dans cetteÂ j a
 ..equation, ni dans l'equation 13 . On en deduit d'une part queÂ Â Â
j i j ii ia y L t a s 0 s a y L t a ;g , i , j 13 .  .  .  .  .  .  .  .ja j a a a , g j a a , gi j i
 . i i  . y l, a . et d'autre part que si i / j et a / 0, alors L t s q ;l ga j j l
y1 .. i n i i yat N , c'est-a-dire qu'il existe l g G tel que L s l q . En conside-Á Âj j j
 .rant de meme les relations similaires obtenues a partir des g b g p 9 ,Ã Á yb
on obtient un systeme d'equations de la formeÁ Â
Li s l i q a i , j 14 .j j
 . i navec i, j dans un ensemble adequat I d'indices, l g G et a g "p .Â j i, j
i a i, j   . .Indiquons comment on peut se ramener au cas ou L s q ; i, j g I .Á j
 .  r 4nL'ensemble V V s L est un groupoõde dont les elements sontÈ Â Âs r , ss1
entierement determines par la connaissance d'un systeme de n y 1Á Â Â Á
 1 4 rgenerateurs. Par exemple, si l'ensemble L est connu, on a L s « etÂ Â s s)1 r
r 1  1 .y1 < <L s L L . De ce fait, on peut alors se restreindre au cas ou I FÁs s r
 .n y 1 et i, j g I « i - j. On complete ensuite judicieusement I et leÁ
 .systeme 14 , puis on se ramene a un systeme equivalent de n y 1Á Á Á Á Â
 .4equations ou I9 s 1, s . On trouve alors aisement des caracteresÂ Á Â Ás)1
n  . i y1l g G 1 F j F n tels que l s l l et en modifiant en consequence lesÂj j j i
i a i, j   . .  .L , on se ramene au cas ou L s q ; i, j g I . La relation 12 peutÁ Áj j
maintenant s'ecrireÂ
i iia y L D a s 0 i / j .  .  .  .ja , g j g aj
et par un calcul sans difficulte on trouveÂ
k ii i kx s x s a s x y t s x a a g p . .  .  .  .  .  . .  . ja j a k a j a k
k k
 .On a biensur une formule analogue pour g b g p 9 . Notons W laÃ yb
Ï y Ï0 .  .sous-coalgebre de U p engendree par U et x , g a g p 9, b g p .Á Âq p 9 a yb
Ï0 .Prolongeons r initialement definie sur U a W, en posantÂ Á
j ji ir x [ b e et r g [ a e . .  .  .  . a a j yb b ji i
i , j i , j
Alors, r est clairement reguliere et on voit aisement que l'action desÂ Á Â
 .elements de W sur S* est interieure via r . Il en resulte que S* est stableÂ Â Â Â
Ï y .par U p . On peut a present conclure, en utilisant le theoreme deÁ Â Â Áq p 9
w xMasuoka ou le theoreme de Skolem]Noether 9, Chap. 6 , que l'action deÂ Á
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Ï y .U p sur S* est interieure. C'est-a-dire que r est prolongeable aÂ Á Áq p 9
Ï y .U p . On a de plus une action evidente de G sur le premier facteur deÂq p 9
n  n .R* ( KG m S* et il est clair que R*aKG ( KG aKG m S*. L'action
Ï y .de U p sur R* est alors de la forme de celle realisee en 5.2, mais ici rÂ Âq p 9
Ï0est seulement une mesure interieure dont la restriction a U munit VÂ Á
Ï0 Ïnd'une structure de U -module T -gradue. Le lemme suivant acheve alorsÂ Á
la demontration.Â
Ï y .LEMME 6.1. Soit r : U p ª End V une mesure interieure telle queÂq p 9
Ï0 Ïn .0V, r soit un U -module T -gradue de dimension finie. Il existe alors unÂÏ<U
Ï y .homomorphisme d'algebres r : U p ª End V tel que ad s ad .Á Ä q p 9 r rÄ
 .Demonstration. On peut munir l'ensemble V V des poids de V d'unÂ
 .ordre partiel defini pour tous L, C g V V parÂ
L G C m 'n g Qq p tel que LCy1 s qn . .
 4nOn prend alors une base ¨ de V ou chaque ¨ est de poids L et deÁi is1 i i
facËon a ce que L ) L « j - i. Soit ei une matrice elementaire, ei est deÁ Â Âj i j j
poids L j, et on ai
i li l j i kx e s r x d y L t r x d e , .  .  . .  j /a j a j i a a k lk
i , l
 l, a . . i.on a evidement t x t y q x e s 0 et il vientÂ l a yl a j
il , a .L t y q L t r x s 0, si i / j, .  .  . . jj l i l a
i jir x y L t r x s 0. ) .  .  .  .ja j a ai
 . iSoient i et j distincts tels que r x / 0 alors L ) L , et donc j - i eta j j i
 . j  .r x s 0. Dans 15 , on remarque que les termes ou apparaissent lesÁa i
 .  .coefficients de la diagonale de r x se compensent d'apres ) et on peutÁa
 .alors meme supposer que r x est triangulaire superieure stricte. EnÃ Âa
 . < <  q ..utilisant la relation 4 , on montre par recurrence sur n n g Q p 9Â
 .  q.  .que r x x g U est triangulaire superieure. De la meme facËon r gÂ Ãn
 y.g g G est triangulaire inferieure. PosonsÂ
0 Ï0 y Ï0 Ï0 qP [ U [ U U [ U U ,q p 9
y Ï0 qP [ U U U ,[m ym n
< <mqn smq1
q  4 q  4ou m g N*, m g Q p _ 0 , n g Q p 9 _ 0 , .  .Á
P m [ P my 1 [ P , m ) 0,m
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Ï y m Ï y .  .et notons que U p s D P . Soient f : U p ª End V lineaire etÂq p 9 m q p 9
m g N, on dit que f est P m-multiplicative si pour tous u, ¨ g P m tels que
m  .  .  .u¨ g P on a f u¨ s f u f ¨ . Reprenons les notations de 2.2. Soit z la
forme lineaire sur End V definie a la Remarque 2.1, posons q [ zr. AlorsÂ Â Á
q 0 est reguliere et donc q l'est aussi. Soit maintenant r [ r )q .Â ÁÏ<U 0
Ï y Ï .   ..D'apres la Remarque 2.1, la restriction de x a U b resp. U b estÁ Ár q q p 90
triviale et r est donc P 0-multiplicative. Nous allons a present construireÁ Â0
 4une suite recurrente r d'applications mesurantes telle que r soitÂ m m) 0 m
m  . mP -multiplicative, r s r et ad s ad . Notons x [ x . GraceÃmq 1 < P m r r 0 rm 0
 .a 4 , on a pour a g p 9 et b g p ,Á
w x0 s r x , y y d t y t . .0 a yb a b a ya
s r x , r y q r t x x , y y x y , x .  .  .  .  . .0 a 0 yb 0 a 0 a yb 0 yb a
y d r t y r t . .  . .ab 0 a 0 ya
0 w  .  .xComme r est P -multiplicative, si r x , r y / 0, c'est un ele-Â Â0 0 a 0 yb
w  .  .xment de poids a y b , donc si a / b on a r x , r y s 0 et0 a 0 yb
 .  .  .x x , y s x y , x . Or si b s a , on ne peut avoir x x , y y0 a yb 0 yb a 0 a ya
 . w  .  .x  .x y , x s 1 sinon r x , r y q r t s 0, ce qui est en0 ya a 0 a 0 ya 0 ya
contradiction avec l'hypothese dim V - `. Pour tout a g p 9, on choisitÁ
 .  .une racine carree r de 1 y x x , y q x y , x . Soient F unÂ a 0 a ya 0 ya a
Ï  .  .caractere de T tel que F t [ r a g p 9 et q la forme lineaire definieÁ Â Âa a 0
par
Ï0q [ F sur U ,0
Uq y t x [ yx y t , x q t b g p , a g p 9, l g h , .  .  .  .0 yb l a 0 yb l a 0 lyb Z
y Ï0 Ï0 qq [ « sur U U [ U U [ P . . [0 q p 9 kq  /
k)1
Posons r [ r )q et x [ x . Alors r est clairement P 0-multiplica-1 0 0 1 r 11
 .tive. D'apres la relation 8 avec u s y t , ¨ s x puis u s x , ¨ s y t ,Á yb l a a yb l
on a d'une part
x y t , x s q t x y t , x q t q q y t x .  .  .  .  . .1 yb l a 0 lqa 0 yb l a 0 lyb 0 yb l a
s 0 par definition de q .Â 0
et d'autre part
x x , y t s q t x x , y t q t q q x y t . .  .  .  .  . .1 a yb l 0 lqa 0 a yb l 0 lyb 0 a yb l
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 .On utilise ensuite 6 avec u s x , ¨ s y , w s t puis u s y , ¨ s x ,a yb l yb a
w s t , il vient successivementl
x x , y t s x x , y q x x y , t , .  .  .0 a yb l 0 a yb 0 a yb l
x y , x t s x y , x q x y x , t , .  .  .0 yb a l 0 yb a 0 yb a l
x x , y t y x y , x t s x x , y y x y , x .  .  .  .0 a yb l 0 yb a l 0 a yb 0 yb a
2s d 1 y q t . .ab 0 a
par definition de q . .Â 0
On a de plus
q x y t s q y x t q d q t y q t q t .  .  .  .  . .0 a yb l 0 yb a l a b 0 a 0 ya 0 l
s yx y , x t q t .  . 0 yb a l 0 yb
qd q t y q t q t .  .  . . .ab 0 a 0 ya 0 l
par definition de q et 6 . . .Â 0
 .On en deduit finalement x x , y t s 0, ce qui prouve que r estÂ 1 a yb l 1
1  . mP -multiplicative. Supposons que l'on ait defini r m G 1 , P -multi-Â m
plicative, et verifiant ad s ad . On prend alors la forme q , egale a «Â Â Ár r mm
m  .  .sur P [ [ P et definie sur P par q y t x [Âk mq1 m ym l nk ) mq1
Â .yx y t , x . Puis on pose r [ r )q et x [ x . Evidem-m ym l n mq1 m m mq1 r mq 1
ment r est P m-multiplicative et il suffit alors de montrer que pourmq 1
m  .u, ¨ g P tels que u¨ g P , on a x u, ¨ s 0. Or pour un tel couplemq 1 mq1
 .  X X .u, ¨ s y t x , y t x , on aym l n ym9 l9 n 9
x u , ¨ s x u , ¨ q q u¨ d'apres 9 . .  .  .  . .Ámq 1 m m
Procedons en deux etapes:Â Â
 .  .a Si m / 0 ou n 9 / 0: on utilise 6 et les relations de commuta-
Ï  .  .tion dans U g . On a alors x u, ¨ s 0 par definition de q .Âq mq1 m
 . < < < <  .b m s n 9 s 0: comme m G 1 on a n ) 1 ou m9 ) 1, et 6 nous
 .renvoie au cas a .
Finalement, on pose r [ lim inf r . Il est alors clair que r verifie lesÄ Ä Âm) 0 m
proprietes annoncees.Â Â Â
DEFINITION 6.1. Une O-algebre est dite primitivement finie si la sous-Â Á
algebre des vecteurs primitifs est de dimension finie.Á
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 .THEOREME 6.2. 1 Toute O-algebre admet un quotient maximal a¨ec laÂ Á Á
propriete d'etre une O-algebre semipremiere primiti¨ ement finie.ÂÂ Ã Á Á
 .2 Toute O-algebre sempremiere primiti¨ ement finie est une sommeÁ Á
Ïdirecte finie de O-algebres T-premieres primiti¨ ement finies.Á Á
Ï .3 Pour toute O-algebre A, T-premiere primiti¨ ement finie, il existe unÁ Á
Ïsous-ensemble p 9 de p , un quotient fini G de T compatible a¨ec p 9, et un
Ï y .U p -module V de dimension finie tels que A soit isomorphe a l'algebreÁ Áq p 9
  . n.dM 0 aKG m End V.p 9
Demonstration. Soit A une O-algebre. Notons C [ d A. Comme C 0 estÂ Á
Ï 0 ÏT-stable, on a C s [ TS pour certaines sous-coalgebres simples S deÁi iig I
ÏC. Or pour tout i dans I, TS est de dimension finie puisqu'un nombre finii
d'espaces de poids interviennent dans la decomposition des elements de S .Â Â Â i
ÏDe plus dans TS on a un element de poids « et donc I est fini. Pour tout iÂ Âi
Ï Ïdans I, on pose R [ TS , C [ US , et C9 [  C . On voit alors quei i i i ig I i
 . les C igI et C9 sont des O-sous-coalgebres de C. Posons p [ agp NÁi i
w x 4  .dim K g ? R - ` , alors d'apres le i du Lemme 2.2 et la RemarqueÁya i
Ï y .4.1, R est stable par U p et donc C s S R . Choisissons maintenanti q p i p ii iÏ y .un complement T-stable W de S C dans C que l'on peut prendreÂ i p q i iiy .  y.dans R . On pose M [ C rG R et D s C r S C . On verifieÂi i i i q i i p q ii
alors que M est une O-coalgebre, et D une coalgebre et un Sy-moduleÁ Ái i p i
 .trivial. Notons r resp. p la projection canonique de C sur Mi i i i
 .resp. D . De ce qui precede r est un epimorphisme de O-coalgebres etÂ Á Â Ái i
de plus M est pointee et irreductible. Soit 1 l'unique element de typeÂ Â Â Âi i
w x X  <groupe de M . On sait alors 7, Proposition 3.2 qu'il existe p [ a g pi i
4  .Xg ? 1 s 0 tel que M ( M 0 en tant que O-coalgebre, on a alorsÁya i i p i
p X s p . Soiti i
r mpD i i6 6
f : C C m C M m D .i i i i i i
Pour s g Sy et w g W , on ap ii
f s ? w s r s ? w m p s ? w .  .  .i i 1 1 i 2 2
s s ? r w m p s ? w .  .1 i 1 i 2 2
s s ? 1 m p s ? w car r r s « r 1 , ; r g R .  .  . .1 i i 2 i i i
y Ï ys s ? 1 m p w car S est un U b -coõdeal a gauche . .  . È Â Á /i i p qi
Or on a des isomorphismes d'espaces gradues D ( W et M ( Sy , et enÂ i i i p i
notant fX la composee de f et de ces derniers, on a le diagrammeÂi i
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commutatif suivant,
f
X yiC 6 S m Wi p ii
6
6 Ï  .C U g m W ,Ïi q U p . iq p i
ou les fleches sont surjectives et a fortiori bijectives. Soit R [Á Á i
 . y1  . y1p m r Df et D [ f m f Df . Il vienti i i R i i ii
D f s r m p m r m p D m D D .  .R i i i i ii
s r m p m r m p Id m D m Id Id m D D .  .  .i i i i
s r m R f m p Id m D D .  .i i i i
s Id m R m Id r m r m p m p D m D D .  . .M i D i i i ii i
s Id m R m Id D m D r m p D . .  .M i D M D i ii i i i
et donc
D s Id m R m Id D m D . .  .R M i D M Di i i i i
ÏOr D est T-stable, contient au moins une sous-coalgebre simple etÁi
s'injecte dans
M m D , D , « m « ( C . .i i R ii
Ï .  .On en conclut que D s f R et donc que W s R . D'ou C ( U gÁi i i i i i q
m R comme O-coalgebre. Mais il resulte du Theoreme 6.1 qu'ilÁ Â Â ÁÏU p . iq p i Ï Ï y .existe un quotient fini G de T compatible avec p et un U p -module Vi i q p ii
 .de dimension finie tel que C ( C G , V , et il est clair que C9 s [ C .i p i i iig Ii Ï .Alors d C est isomorphe a A G , V , donc T-premiere et de la formeÁ Ái p i ii Ï .annoncee 5.3 . Montrons que C9 est la O-sous-coalgebre T-semipremiereÂ Á Á
de C, maximale avec la propriete d'etre de type fini comme module. EnÂ Â Ã
effet, C9 est engendree par C 0 et donc est un module de type fini. CommeÂ
Ï  .d C9 est clairement T-semipremiere, il resulte de 4.3.1 que C9 l'est aussi.Á Â
ÏSoit E une O-sous-coalgebre de C, T-semipremiere de type fini commeÁ Á
Ï ymodule et soit V un complement T-stable de G E dans E. Par hypotheseÂ Áq
 . n 0dim V - ` et d'apres 1 il existe alors n g N tel que V ; # C . MaisÁ
y n y 0 Ï .E s G V ; # G C et comme E est T-semipremiere il vient, par leÁ
 . y 02 de la Definition 2.5, E ; G C s C9. Enfin d'apres la Remarque 4.1,Â Á
A est primitivement finie si et seulement si C est un module de type fini, et
d'apres le Corollaire 2.1, A est semipremiere si et seulement si A estÁ Á
ÏT-semipremiere.Á
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Remarque 6.1. La caracterisation des O-algebres semipremieres qui neÂ Á Á
sont pas primitivement finies, semble assez delicate. Par exemple, on a leÂ
 .cas extreme suivant: Prenons la coalgebre R s M 0 munie d'une struc-Ã Á
Ï q Ï .  .ture de U b -coalgebre ou U agit trivialement. Alors C s U g m RÁ Á Ïq q U b .q
 .  .est une O-coalgebre et d C ( M 0 m M 0 est par consequent reduite.Á Â Âq
En iterant ce procede un nombre fini de fois, on obtient une O-algebreÂ Â Â Á
dont le premier facteur peut etre retrouve directement. On peut aussiÃ Â
noter que l'action de Uy sur les autres facteurs n'est pas triviale. Mais on
ne peut a priori pas dire grand chose de plus.
Á7. O-ALGEBRES CLASSIQUES
Dans cette section nous indiquons comment les demonstrations faitesÂ
dans le cas quantique s'adaptent, par de legeres modifications, a une classeÂ Á Á
C d'algebres de Lie definies a partir de matrices symetrisables. Notons queÁ Â Á Â
les algebres enveloppantes qui en resultent sont des algebres de HopfÁ Â Á
pointees, ``quasi-quadratiques,'' multigraduees par un groupe partielle-Â Â
ment ordonne, admettant un analogue de la categorie O, et pour lesquellesÂ Â
on dispose d'un certain nombre de decompositions. Le corps de base K estÂ
ici un corps commutatif algebriquement clos de caracteristique zero.Â Â Â
7.1
 . lUne matrice A s a a coefficients dans K est dite symetrisable,Á Âi j i, js1
 .s'il existe une matrice diagonale D [ diag d , . . . , d inversible telle que1 l
w xla matrice C [ DA soit symetrique. Dans 6 , Kac associe a toute matriceÂ Á
 .symetrisable A, une algebre de Lie g A munie d'une forme bilineaireÂ Á Â
 .symetrique non degeneree ad-invariante que nous noterons ici K ?, ? .Â Â Â Â Â
Notons que cette classe C d'algebres de Lie est plus generale que celle desÁ Â Â
algebres dites de Kac]Moody. Afin de conserver l'analogie avec la situa-Á
w xtion quantique, nous suivrons le point de vue de 4, 4.2 . Soient A s
 . la une matrice a coefficients dans K symetrisable, notons D [Á Âi j i, js1
 .  .diag d , . . . , d la matrice symetrisante et C [ DA. De meme qu'en 3.2 ,Â Ã1 l
la matrice C admet une realisation. Reprenons ces notations et notonsÂ
U k y1  .h [ h m K et a [ d a 1 F i F l . On considere dans un premierÁZ Z i i i
 .temps l'algebre de Lie g sur K engendree par h , x , y a , b g p ,Á Ä Â a yb
satisfaisant aux relations
w xh , h9 s 0,
w xh , x s a , h x , .a a
h , y s y b , h y , .yb yb
w x kx , y s d a a , b g p , h , h9 g h . .a yb a b
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q  y.  .  .L'algebre de Lie n resp. n engendree par x resp. y a g p estÁ Ä Ä Â a ya
q  y. q  y.libre et il existe un unique ideal maximal k resp. k de n resp. nÂ Ä Ä
 .  .stable par l'action adjointe de y resp. x a g p . On montre de plusya a
q  y. y qque k resp. k est un ideal gradue de g et donc k [ k [ k est unÂ Â Ä
ideal gradue de g. On pose ensuite n "[ n "rk " et g [ grk. On a alorsÂ Â Ä Ä Ä
g s ny[ h [ nq.
7.2
Soit p 9 ; p , on note ny la sous algebre de ny engendree par yÁ Âp 9 ya
 . y y ya g p 9 , m la plus petite sous algebre de n contenant n etÁp 9 p _p 9
stable par l'action adjointe de ny , b [ h [ nq et p la sous algebre deÁp 9 p 9
y Â yg engendree par n et b. Evidemment n est isomorphe au produitÂ p 9
semidirect my any et on a alors un isomorphisme d'algebres gradueesÁ Âp 9 p 9
 y.  y .  y .U n ( U m aU n . Comme dans le cas quantique, l'algebre de LieÁp 9 p 9
 .g est munie d'un anti-automorphisme involutif k defini par k x [ yÂ a ya
 . q  y .a g p et egal a l'identite sur h. Notons n [ k n . La definition deÂ Á Â Âp 9 p 9
 .la categorie O est similaire a la Definition 4.1, et dM 0 est canonique-Â Á Â p 9
 .ment munit d'une structure de O-algebre. Notons S V l'algebre symetri-Á Á Â
que d'un espace vectoriel V.
 .  y . .PROPOSITION 7.1. Les algebres dM 0 et S m * sont isomorphes, etÁ p 9 p 9
 .par consequent dM 0 est integre.Â Áp 9
Demonstration. On a des isomorphismes de h-coalgebresÂ Á
vy y6 6S m U m M 0 , . .  .p 9 p 9 p 9
ou v designe la symetrisation. Il suffit alors de passer au dual gradue.Á Â Â Â
w xDans la demonstration de 7, Proposition 3.2 nous avons implicitementÂ
Ï  .utilise la dualite de Drinfeld i.e., l'accouplement de Hopf entre U b etÂ Â q
Ï y . w x.U b 4, Chap. 3 . En contre-partie, nous devons d'abord etablir leÂq
 .lemme suivant qui necessite l'emploi de la forme de Kac]Killing K ?, ? .Â
LEMME 7.1. Soit p une sous algebre de Lie de g contenant b et soitÁ
 < 4p 9 [ a g p y g p . On a alors p s p .ya p 9
Demonstration. Comme p contient h , elle est graduee. Il suffit alors deÂ Â
montrer que my l p s 0. Supposons par l'absurde que my l p / 0.p 9 p 9
y y .Prenons alors un element y9 g m l p de poids maximal yn 9 g Q p .Â Â p 9
Clairement n 9 f p et comme yn 9 est maximal, on a pour tout a g p
w x w x ysoit x , y9 s 0, soit x , y9 g n . Or s'il existe un a g p tel quea a p 9
w x y  4x , y9 g n _ 0 , necessairement a g p _ p 9 et est unique, d'ou n 9 sÂ Áa p 9
q .  y .a q n avec n g Q p 9 . Mais dans ce cas il existe y g U n de poidsp 9
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 . w x   4.yn tel que y9 s ad y y . On a alors x , y9 s 0 ;b g p _ a etya b
w x  . k yx , y9 s ad y a g n , en particuliera p 9
w x qx , y9 s 0 ; x g n car a g p _ p 9 . 16 .  .p 9
Or pour tout x g nq de poids n , on ap 9
k w xK x , ad y a s K x , x , ad y y s K x , x , ad y y .  .  . . .  .a ya a ya
s yK x , x , ad y y s 0 d'apres 16 . .  . .Á .a ya
 . w x  . kEt de la non degenerecence de K ?, ? il resulte que x , y9 s ad y a sÂ Â Â Â Â a
w x  .0. Dans tous les cas, on a toujours x , y9 s 0 ;b g p , or ceci impliqueb
y w xque y9 s 0 d'apres la definition de k 6, Lemme 1.5 , d'ou une contra-Á Â Á
diction.
PROPOSITION 7.2. Soit A une O-algebre telle que A n
qs K comme algebre,Á Á
 .il existe alors p 9 ; p tel que A ( dM 0 comme O-algebre.Áp 9
Demonstration. D'apres la Remarque 4.1, comme A n
qs K, on aÂ Á
 y . nqdim d Arn d A s dim A s 1. Soit e la projection h-equivariante de AÂ0
nq  :  y.sur A telle que e , 1 s 1, on a alors d A s U n ? e et les poids de0 A 0
y .A sont dans Q p . Ceci implique que e est un homomorphisme0
 < 4d'algebres. Soit p 9 [ a g p y ? e s 0 , d A est alors un quotient deÁ ya 0
 .  .M 0 et en utilisant l'isomorphisme d dM ( M, ;M g Ob O, A estp 9
 .  .donc un sous-module de dM 0 . Soit f : A ¨ dM 0 l'homomorphismep 9 p 9
 .de g-modules correspondant. Avec les notations de 4.3.2 , il vient pour
 .a g A et u g U g ,
 : :  :  :f a , r u s f*r u , a s u ? f*r 1 , a s u ? e , a . .  .  .  .p 9 p 9 p 9 0
 .  .On a alors f 1 s « et pour tous a, b g A, u g U g , Du s u m u ,A p 9 1 2
 : :  :f ab , r u s u ? e , ab s e , k u ? ab .  .  .  .p 9 0 0
 :s e , k u ? a k u ? b .  . .  .0 1 2
 : :s e , k u ? a e , k u ? b .  .0 1 0 2
 : :s f a , r u f b , r u .  .  .  .p 9 1 p 9 2
 :s f a f b , r u . .  .  .p 9
On en deduit que f est de plus un homomorphisme de O-algebres. EnÂ Á
particulier A est integre, donc d A est pointee irreductible et e est alorsÁ Â Â 0
 < w xl'unique element de type groupe de d A. Soit p [ g g g dim K g ? e -Â Â 0
4` , p est clairement une sous-algebre de Lie de g contenant p mais neÁ p 9
 .contenant pas y a g p _ p 9 . D'apres le Lemme 7.1, p s p et par leÁya p 9
 .  y .Lemme 2.2 on en deduit g ? e s 0 ;g g p et y ? e / 0 ; y g m ,Â 0 p 9 0 p 9
MALEK STEFAN KEBEÃ Â Â658
d'ou un isomorphisme des espaces gradues my et my ? e . La surjectiviteÁ Â Âp 9 p 9 0
de f resulte alors de la Proposition 7.1.Â
7.3
Les O-algebres premieres se contruisent suivant le meme principe qu'enÁ Á Ã
 .5.2 , mais la coinduction se realise ici a partir de coalgebres simples. EtÂ Á Á
 .  .evidemment, une algebre du type A V est isomorphe a dM 0 mÂ Á Áp 9 p 9
 .End V. Notons que les enonces de 2.3 peuvent s'interpreter de deuxÂ Â Â
  ..facËons: d'une part en observant que G U g est trivial, et d'autre part en
attribuant a h le role de G. Le Theoreme 6.1 est pratiquement immediat.Á Ã Â Á Â
En effet, la premiere partie devient inutile puisqu'une coalgebre premiereÁ Á Á
de dimension finie est simple et le theoreme de Skolem]Noether estÂ Á
 .directement applicable. Dans la seconde partie Lemme 6.1 , les resultatsÂ
 .sont similaires et il suffit de prendre un caractere F de U h tel queÁ
k .  .  .  .F a [ yx x , y q x y , x a g p 9 et de definir la formeÂ0 a ya 0 ya a
lineaire q parÂ 0
q [ F sur U h , .0
q y ax [ yx y a , x q a b g p , a g p 9, a g U h , .  .  .  . .0 yb a 0 yb 1 a 0 2
q [ « sur U ny U h [ U h U nq [ [ P . .  .  .  .  .q0 p 9 kq k )1
On conclut ensuite de la meme facËon. Finalement, des resultats prece-Ã Â Â Â
dents et par le theoreme 6.2, on a le theoreme suivant:Â Á Â Á
THEOREME 7.1. Soit g une algebre de Lie de la classe C. Alors:Â Á Á
 .1 Toute O-algebre admet un quotient maximal a¨ec la propriete d'etreÁ ÂÂ Ã
une O-algebre semipremiere primiti¨ ement finie.Á Á
 .2 Toute O-algebre semipremiere primiti¨ ement finie est une sommeÁ Á
directe finie de O-algebres premieres primiti¨ ement finies.Á Á
 .3 Pour toute O-algebre A premiere primiti¨ ement finie, il existe unÁ Á
 y .sous-ensemble p 9 de p et un U p -module V de dimension finie tels que Ap 9
 .soit isomorphe a l'algebre dM 0 m End V.Á Á p 9
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